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�� i1SBDUJDBM1BUI(VJEJOHw JO1SPEVDUJPO
5ęĠĞĒĤ .ŶĝĝĖģ /7*%*"f

1BUI 5SBDJOH � FYUFOEFE 11(

'JHVSF ��� ЅF i1SBDUJDBM 1BUI (VJEJOHw BMHPSJUIN XJUI PVS FYUFOTJPOT SFEVDFT OPJTF PG JOEJSFDU JMMVNJ�
OBUJPO JO B TDFOF MJU BOE SFOEFSFE XJUI QSPEVDUJPO BTTFUT� ª8BMU %JTOFZ "OJNBUJPO 4UVEJPT

���� *OUSPEVDUJPO

8IBU JT B i1SBDUJDBMw 1BUI�(VJEJOH "MHPSJUIN 0OF PG UIF NBJO TFMMJOH QPJOUT PG QBUI HVJEJOH
JT JUT BCJMJUZ UP TJNVMBUF DPNQMFY MJHIU USBOTQPSU VTJOH B TJNQMF MPX�PWFSIFBE VOJEJSFDUJPOBM BMHPSJUIN�
ЅJT JT WFSZ CFOFmUJBM GPS QSPEVDUJPO FOWJSPONFOUT CFDBVTF VOJEJSFDUJPOBM USBDJOH JT QSFGFSSFE PWFS UIF
CJEJSFDUJPOBM NFUIPET UIBU BSF UZQJDBMMZ SFRVJSFE UP TJNVMBUF TJNJMBS MFWFMT PG DPNQMFYJUZ� )PXFWFS QSP�
EVDUJPO SFOEFSJOH EPFT OPU BMXBZT OFFE UIF BCJMJUZ UP IBOEMF DPNQMJDBUFE JMMVNJOBUJPO� .BOZ TDFOFT
FODPVOUFSFE JO QSPEVDUJPO BDUVBMMZ IBWF RVJUF TJNQMF MJHIU USBOTQPSU�JO QBSU CFDBVTF BSUJTUT BSF BDDVT�
UPNFE UP DPQJOH XJUI UIF MJNJUBUJPOT PG VOJEJSFDUJPOBM USBDJOH�XIJDI DIBMMFOHFT UIF QSBDUJDBMJUZ PG QBUI
HVJEJOH� B USVMZ QSBDUJDBM QSPEVDUJPO�QBUI�HVJEJOH BMHPSJUIN NVTU OPU POMZ SPCVTUMZ IBOEMF EJċDVMU JMMV�
NJOBUJPO CVU JU NVTU BMTP SFNBJO QFSGPSNBOU VOEFS TJNQMF JMMVNJOBUJPO XJUIPVU JOUSPEVDJOH BEEJUJPOBM
OPJTF�

)PX 1SBDUJDBM JT i1SBDUJDBM 1BUI (VJEJOHw ЅF i1SBDUJDBM 1BUI (VJEJOHw 	11(
 BMHPSJUIN
<.àMMFS FU BM� ����> XBT DPODFJWFE XJUI UIF HPBM PG BEESFTTJOH TFWFSBM GPSNFSMZ FYJTUJOH QSBDUJDBMJUZ JT�
TVFT� *U TVDDFFEFE PO TPNF GSPOUT TVDI BT FMJNJOBUJOH BO FYQFOTJWF QSFDPNQVUBUJPO CZ JOTUFBE MFBSOJOH
UP HVJEF PO�MJOF EVSJOH SFOEFSJOH GSPN VOJEJSFDUJPOBM DBNFSB QBUIT 	DPODVSSFOUMZ XJUI %BIN BOE ,FMMFS
<����>
 CVU PO PUIFS GSPOUT 11( XBT TUJMM MJNJUFE� GPS FYBNQMF JUT TQBUJP�EJSFDUJPOBM EBUB TUSVDUVSF�UIF
4%�USFF�IBE USPVCMF BEBQUJOH UP MPDBM IJHI�GSFRVFODZ JMMVNJOBUJPO UIF BMHPSJUIN EJTDBSEFE VQ UP IBMG
PG UIF UPUBM OVNCFS PG TBNQMFT BOE 11( CMJOEMZ QFSGPSNFE JODJEFOU�SBEJBODF HVJEJOH FWFSZXIFSF FWFO
JO TJUVBUJPOT XIFSF UIJT EJE OPU NBLF TFOTF�

"MUIPVHI UIFTF MJNJUBUJPOT EJE OPU QSFWFOU 11( GSPN QFSGPSNJOH XFMM VOEFS EJċDVMU JMMVNJOBUJPO
UIFZ NBEF JUT QFSGPSNBODF XPSTF UIBO UIBU PG VOHVJEFE QBUI USBDJOH JO TJNQMFS TFUUJOHT� #FDBVTF PG UIJT
11( DMFBSMZ OFFEFE NPSF XPSL�

fЅF QSFTFOUFE XPSL XBT DPOEVDUFE XIJMF UIF BVUIPS XBT FNQMPZFE BU &5) ;àSJDI BOE %JTOFZ 3FTFBSDI�
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.BLJOH i1SBDUJDBM 1BUI (VJEJOHw .PSF 1SBDUJDBM� 8F DBNF VQ XJUI UISFF FYUFOTJPOT UP UIF
PSJHJOBM 11( BMHPSJUIN UIBU BEESFTT TPNF PG UIF BGPSFNFOUJPOFE MJNJUBUJPOT� ЅFTF FYUFOTJPOT BSF

�� BO JOWFSTF�WBSJBODF�XFJHIUFE TBNQMF DPNCJOBUJPO TDIFNF UIBU VTFT NPTU TBNQMFT BT PQQPTFE UP
EJTDBSEJOH VQ UP IBMG PG UIFN

�� TQBUJP�EJSFDUJPOBM mMUFSJOH GPS JNQSPWJOH UIF RVBMJUZ BOE SPCVTUOFTT PG UIF 4%�USFF BOE
�� PO�MJOF MFBSOJOH PG UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ CFUXFFO HVJEJOH BOE #4%' TBNQMJOH UP BWPJE JOUSP�

EVDJOH FYUSB OPJTF JO TJUVBUJPOT XIFSF JODJEFOU�SBEJBODF HVJEJOH JT TVCPQUJNBM�

8IJMF UIFSF JT TUJMM BEEJUJPOBM SPPN GPS JNQSPWFNFOU�XF EP OPU PVUQFSGPSN VOHVJEFE QBUI USBDJOH JO
BMM TJUVBUJPOT�PVS FYUFOTJPOT IFMQFE JO NBLJOH 11( B VTFGVM UPPM GPS NPWJF QSPEVDUJPO XJUIJO %JTOFZ�T
)ZQFSJPO SFOEFSFS <#VSMFZ FU BM� ����>�

*O UIF GPMMPXJOH XF XJMM CSJFnZ EFTDSJCF UIF PSJHJOBM 11( BMHPSJUIN BOE UIFO JOUSPEVDF FBDI PG PVS
FYUFOTJPOT JO EFUBJM� "ЂFS UIBU XF XJMM EJTDVTT B OVNCFS PG TVCUMF CVU JNQPSUBOU JNQMFNFOUBUJPO EFUBJMT
BOE DPODMVEF CZ TUBUJOH SFNBJOJOH JTTVFT BOE PQFO QSPCMFNT�

���� 5IF 11( "MHPSJUIN

ЅF VMUJNBUF HPBM PG QBUI HVJEJOH JT UP JNQPSUBODF TBNQMF UIF TDBUUFSJOH JOUFHSBM

-T(Y, ʘP) =

∫

S
-J(Y, ʘJ) GT(Y, ʘJ, ʘP) DPT ʄJ EʘJ , 	�


XIFSF -J JT UIF TQBUJP�EJSFDUJPOBM JODJEFOU SBEJBODF GT JT UIF #4%' BOE DPT ʄJ JT UIF GPSFTIPSUFOJOH UFSN�
ЅF 11( BMHPSJUIN MFBSOT BO BQQSPYJNBUJPO PG JODJEFOU SBEJBODF EFOPUFE -̃J BOE TVCTFRVFOUMZ TBNQMFT
ʘJ QSPQPSUJPOBM UP UIJT BQQSPYJNBUJPO� 4JODF UIJT BQQSPBDI OFHMFDUT MFBSOJOH UIF #4%' BOE UIF GPSF�
TIPSUFOJOH UFSN JU JT QBSBNPVOU UP DPNCJOF JU XJUI #4%' TBNQMJOH WJB NVMUJQMF JNQPSUBODF TBNQMJOH
	.*4
 <7FBDI BOE (VJCBT ����> UP BUUBJO MPX WBSJBODF�

"U 11(�T DPSF JT BO JUFSBUJWF MFBSOJOH TDIFNF� UIF SFOEFSJOH QSPDFTT JT TQMJU JOUP . EJTUJODU QBTTFT
DBMMFE iJUFSBUJPOTw FBDI MFBSOJOH B OFX NPSF QPXFSGVM JODJEFOU�SBEJBODF BQQSPYJNBUJPO -̃LJ XIJMF CFJOH
HVJEFE CZ UIF BQQSPYJNBUJPO UIBU XBT MFBSOFE JO UIF QSFDFFEJOH JUFSBUJPO -̃L−�

J � ЅJT TDIFNF OPU POMZ
BMMPXT HVJEJOH FBSMZ PO JO UIF SFOEFSJOH QSPDFTT�BT TPPO BT UIF mSTU JUFSBUJPO mOJTIFT�CVU JU BMTP BWPJET
BO FYQFOTJWF QSFDPNQVUBUJPO UIBU XPVME TUBOE JO UIF XBZ PG GBTU BSUJTU XPSLnPXT�

������ 5IF 4%�USFF GPS 4UPSJOH *ODJEFOU 3BEJBODF

11( BQQSPYJNBUFT JODJEFOU SBEJBODF BT B QJFDFXJTF�DPOTUBOU GVODUJPO XJUI BEBQUJWF SFTPMVUJPO UIBU JT
SFQSFTFOUFE CZ B TQBUJP�EJSFDUJPOBM USFF 	4%�USFF� TFF 'JHVSF ��
� ЅF 4%�USFF IBT BO VQQFS QBSU�B CJOBSZ
USFF UIBU TVCEJWJEFT UIF TQBUJBM EPNBJO�BOE B MPXFS QBSU�B RVBEUSFF UIBU TVCEJWJEFT UIF EJSFDUJPOBM
EPNBJO� ЅJT TQMJU JOUP UXP QBSUT DBQUVSFT UIF OPUJPO UIBU UIF TQBUJBM BOE EJSFDUJPOBM EPNBJO BSF VTFE JO
GVOEBNFOUBMMZ EJĊFSFOU XBZT GPS HVJEJOH� HJWFO B QPTJUJPO JO TQBDF UIF HPBM JT UP TBNQMF B EJSFDUJPO� *O
PUIFS XPSET UIF HVJEJOH QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO JT DPOEJUJPOFE PO TQBDF BOE OPSNBMJ[FE BDSPTT EJSFDUJPOT�

3FDPSEJOH 3BEJBODF� %VSJOH QBUI USBDJOH UIF DVSSFOU 4%�USFF -̃LJ JT QPQVMBUFE XJUI SBEJBODF FTUJ�
NBUFT GSPN QBUIT UIBU BSF HVJEFE CZ -̃L−�

J BT GPMMPXT� 8IFOFWFS B QBUI JT DPNQMFUFE 	F�H� WJB OFYU�FWFOU
FTUJNBUJPO
 UIF SBEJBODF BSSJWJOH BU FBDI PG JUT WFSUJDFT W JT SFDPSEFE JO UIF 4%�USFF MFBG UIBU DPOUBJOT UIF
WFSUFY QPTJUJPO YW BOE EJSFDUJPO ʘW� ЅJT BNPVOUT UP OFBSFTU�OFJHICPS mMUFSJOH PG UIF TBNQMFT BT UIFZ
BSF TQMBUUFE JOUP UIF USFF� 0OF PG PVS FYUFOTJPOT 	4FDUJPO ����
 SFQMBDFT UIJT OFBSFTU�OFJHICPS mMUFS XJUI
B NPSF TPQIJTUJDBUFE WPMVNF�PWFSMBQ mMUFS UIBU TJHOJmDBOUMZ JNQSPWFT UIF BQQSPYJNBUJPO RVBMJUZ PG UIF
4%�USFF�
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	B
 4QBUJBM CJOBSZ USFF

Y

Z

[

	C
 %JSFDUJPOBM RVBEUSFF

ʕ

DPT ʉ

'JHVSF ��� ЅF 4%�USFF TVCEJWJEFT TQBDF VTJOH BO BEBQUJWF CJOBSZ USFF 	B
 UIBU BMUFSOBUFT CFUXFFO TQMJU�
UJOH UIF Y Z BOE [ BYFT JO IBMG� &BDI MFBG PG UIF TQBUJBM USFF DPOUBJOT B RVBEUSFF 	C
 XIJDI BQQSPYJNBUFT
UIF JODJEFOU SBEJBODF BT BO BEBQUJWFMZ SFmOFE QJFDFXJTF�DPOTUBOU GVODUJPO JO DZMJOESJDBM XPSME�TQBDF DP�
PSEJOBUFT (DPT ʉ, ʕ) XJUI DPT ʉ = ʘ[ BOE ʕ = BUBO�(ʘZ, ʘY)� *MMVTUSBUJPO GSPN .àMMFS FU BM� <����> XJUI
BEEJUJPOBM MBCFMT�

4BNQMJOH� 8IFO VTJOH UIF 4%�USFF GSPN UIF QSFWJPVT JUFSBUJPO -̃L−�
J GPS JNQPSUBODF TBNQMJOH PG ʘJ

BU BO JOUFSTFDUFE MPDBUJPO Y JUT TQBUJBM DPNQPOFOU JT USBWFSTFE UP UIF MFBG DPOUBJOJOH Y� UIFO UIF RVBEUSFF
DPOUBJOFE JO UIF MFBG JT TBNQMFE VTJOH IJFSBSDIJDBM TBNQMF XBSQJOH <.D$PPM BOE )BSXPPE ����>� 8F
QSPWJEF QTFVEPDPEF GPS TBNQMJOH BOE GPS FWBMVBUJOH UIF DPSSFTQPOEJOH 1%' JO "MHPSJUIN ��

"T NFOUJPOFE CFGPSF UP BDIJFWF MPX WBSJBODF JU JT FTTFOUJBM UP DPNCJOF 4%�USFF TBNQMJOH XJUI #4%'
TBNQMJOH WJB .*4� 11( QSPCBCJMJTUJDBMMZ TFMFDUT FJUIFS 4%�USFF PS #4%' TBNQMJOH XJUI B mYFE TFMFDUJPO
QSPCBCJMJUZ PG ��%� 5P SFEVDF WBSJBODF FWFO GVSUIFS JO 4FDUJPO ���� XF SFQMBDF UIF ��% QSPCBCJMJUZ
XJUI B TQBUJBMMZ WBSZJOH WBMVF UIBU JT PQUJNJ[FE KPJOUMZ XJUI UIF 4%�USFF EVSJOH SFOEFSJOH CBTFE PO UIF
PQUJNJ[BUJPO PG .àMMFS FU BM� <����>�

4VCEJWJTJPO� "U UIF FOE PG FBDI JUFSBUJPO UIF OFXMZ QPQVMBUFE 4%�USFF -̃LJ JT VTFE UP EFUFSNJOF UIF
TVCEJWJTJPO PG UIF OFYU 4%�USFF -̃L+�

J JO TVDI B XBZ UIBU BMM TQBUJBM MFBG OPEFT FODPVOUFS B SPVHIMZ FRVBM
OVNCFS PG QBUI WFSUJDFT EVSJOH SFOEFSJOH BOE TVDI UIBU BMM EJSFDUJPOBM MFBG OPEFT PG B HJWFO RVBEUSFF
DPOUBJO SPVHIMZ UIF TBNF BNPVOU PG nVY� 8F PNJU BEEJUJPOBM EFUBJMT PG UIJT TVCEJWJTJPO QSPDFTT CFDBVTF
UIFZ BSF OPU SFMFWBOU GPS UIF SFNBJOEFS PG UIF UFYU� XF SFGFS UP .àMMFS FU BM� <����> BOE PVS QVCMJD JNQMF�
NFOUBUJPO GPS NPSF EFUBJMT�

������ *UFSBUJWF -FBSOJOH BOE 3FOEFSJOH

ЅF SFOEFSJOH BMHPSJUIN JT EJWJEFE JOUP. JUFSBUJPOT FBDI PG XIJDI QSPEVDFT BO JNBHF *L BOE BO 4%�USFF
-̃LJ � 4JODF UIF FBSMZ JUFSBUJPOT BSF HVJEFE POMZ CZ DPBSTF JOBDDVSBUF 4%�USFFT UIFZ UZQJDBMMZ SFTVMU JO NVDI
OPJTJFS JNBHFT UIBO UIF MBUFS JUFSBUJPOT� /BÕWFMZ BWFSBHJOH UIF JNBHFT QSPEVDFE CZ FBDI JUFSBUJPO DPVME
UIVT MFBE UP NPSF OPJTF JO UIF mOBM JNBHF UIBO TJNQMZ EJTDBSEJOH UIF JNBHFT GSPN FBSMZ JUFSBUJPOT� ЅJT
NPUJWBUFT 11(�T JUFSBUJPO TDIFNF� SBUIFS UIBO BMMPDBUJOH BO FRVBM OVNCFS PG TBNQMFT UP FBDI JUFSBUJPO
11( EPVCMFT UIF OVNCFS PG TBNQMFT PG FBDI JUFSBUJPO� ЅF UPUBM OVNCFS PG TBNQMFT JT UIVT / = � + � +
· · · + �.−� = �. − � XIJDI JT BQQSPYJNBUFMZ UXJDF UIF OVNCFS PG TBNQMFT PG UIF mOBM JUFSBUJPO� ЅF
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"MHPSJUIN �� 4BNQMJOH BOE 1%' FWBMVBUJPO PG UIF EJSFDUJPOBM RVBEUSFF�
� GVODUJPO TBNQMF2VBEUSFF	OPEF

� JG JT-FBG	OPEF
 UIFO
� SFUVSO DZMJOESJDBM5P%JSFDUJPO	VOJGPSN3BOEPN1PTJUJPO*O	OPEF


� FMTF
� DIJME/PEF← TBNQMF$IJME#Z&OFSHZ	OPEF

� SFUVSO TBNQMF2VBEUSFF	DIJME/PEF


� GVODUJPO QEG2VBEUSFF	OPEF ʘJ

� JG JT-FBG	OPEF
 UIFO
� SFUVSO �/�ʐ

�� FMTF
�� DIJME/PEF← HFU$IJME	OPEF EJSFDUJPO5P$ZMJOESJDBM	ʘJ


�� ʃ ← � · HFU'MVY	DIJME/PEF
 / HFU'MVY	OPEF

�� SFUVSO ʃ · QEG2VBEUSFF	DIJME/PEF ʘJ


BMHPSJUIN UIFO EJTDBSET UIF JNBHFT QSPEVDFE CZ BMM CVU UIF mOBM JUFSBUJPO QSFWFOUJOH JOJUJBM IJHI�WBSJBODF
TBNQMFT GSPN JODSFBTJOH PWFSBMM OPJTF XIJMF MJNJUJOH UIF iXBTUFEw DPNQVUBUJPO UP BU NPTU IBMG PG UIF UPUBM
TBNQMF DPVOU�Ň

8IJMF UIJT TDIFNF JODSFBTFT SPCVTUOFTT JO UIF XPSTU DBTFT JU JT DMFBSMZ VOEFTJSBCMF UP UISPX BXBZ
IBMG PG UIF DPNQVUBUJPO XIFO UIF JOJUJBM JUFSBUJPOT BMSFBEZ SFTVMUFE JO TNBMM WBSJBODF� .àMMFS FU BM� <����>
BEESFTT UIJT QSPCMFN CZ BEBQUJWFMZ BTTJHOJOH B MBSHFS QSPQPSUJPO PG TBNQMFT UP UIF mOBM JUFSBUJPO UIFSFCZ
EJTDBSEJOH B TNBMMFS QSPQPSUJPO CVU UIF IFVSJTUJD UIFZ VTF GPS UIJT QVSQPTF JT CSJUUMF JO QSBDUJDF� *O UIF
OFYU TFDUJPO XF FYQMBJO BO BMUFSBUJWF� B QSJODJQMFE XFJHIUJOH TDIFNF GPS DPNCJOJOH BMNPTU BMM TBNQMFT JO
B SPCVTU NBOOFS�

���� &YUFOTJPO �� *OWFSTF�7BSJBODF�8FJHIUFE 4BNQMF $PNCJOBUJPO

0VS mSTU FYUFOTJPO BMMPXT SPCVTUMZ DPNCJOJOH UIFNBKPSJUZ PG TBNQMFT CZ VTJOH BO JOWFSTF�WBSJBODF�CBTFE
XFJHIUJOH TDIFNF UIBU BDUT PO UIF JNBHFT *�, *�, . . . , *. QSPEVDFE JO FBDI JUFSBUJPO�

5IFPSFUJDBMMZ 0QUJNBM 4BNQMF $PNCJOBUJPO� #FDBVTF UIF JNBHFT *�, *�, . . . , *. BSF JOEFQFO�
EFOU SBOEPN WBSJBCMFT UIF PQUJNBM QFS�QJYFM DPNCJOBUJPO XFJHIUT�J�F� UIPTF UIBU SFTVMU JO UIF MFBTU DPN�
CJOFE WBSJBODF�BSF QSPQPSUJPOBM UP UIF JOWFSTF QJYFM WBSJBODF <(SBZCJMM BOE %FBM ����>

*(Q) =
�

∑.
J=� XL(Q)

.∑

J=�
XL(Q)*L(Q) , 	�


XL(Q) =
�

V[*L(Q)]
, 	�


XIFSF *(Q) JT UIF DPNCJOFE QJYFM WBMVF PG QJYFM Q�

3PCVTU 4BNQMF $PNCJOBUJPO� 6OGPSUVOBUFMZ JU JT VOSFBMJTUJD UP BTTVNF BDDVSBUF LOPXMFEHF PG
UIF WBSJBODF PG FBDI JOEJWJEVBM QJYFM XIJDI NBLFT UIF BGPSFNFOUJPOFE PQUJNBM TDIFNF EJċDVMU UP BQQMZ�
8IJMF JU JT QPTTJCMF UP FTUJNBUF UIF QJYFM WBSJBODF GSPN UIF TBNQMFT UIFNTFMWFT TVDI FTUJNBUFT PЂFO BSF
IJHIMZ JOBDDVSBUF BOE XPVME UIFSFGPSF MFBE UP TVCPQUJNBM XFJHIUT JG UIFZ XFSF VTFE� #VU FWFO XPSTF�
FTUJNBUJOH UIF WBSJBODF GSPN UIF TBNQMFT JOUSPEVDFT DPSSFMBUJPO CFUXFFO UIF JNBHF *L BOE UIF WBSJBODF�
FTUJNBUF�CBTFE XFJHIUT XL(Q) VMUJNBUFMZ MFBEJOH UP CJBT�

8F XBOU UP SFEVDF UIJT CJBT BOE JODSFBTF TUBCJMJUZ XIJMF SFUBJOJOH UIF DPSF JEFB CFIJOE UIF JOWFSTF�
WBSJBODF TBNQMF DPNCJOBUJPO� 5P UIJT FOE XF QSPQPTF UP BWFSBHF UIF QFS�QJYFM WBSJBODF FTUJNBUFT PWFS

ŇЅF BMHPSJUIN DBO BMTP IBOEMF OPO�QPXFS�PG�UXP TBNQMF DPVOUT CZ MFOHUIFOJOH UIF MBTU JUFSBUJPO�
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11( � DPNCJOBUJPO 3FGFSFODF
$
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NFBO BCTPMVUF QFSDFOUBHF FSSPS� ������ ������
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Ġĝ

NFBO BCTPMVUF QFSDFOUBHF FSSPS� ������ ������

'JHVSF ��� $PNCJOJOH UIF JNBHFT QSPEVDFE CZ FBDI JUFSBUJPO XFJHIUFE CZ UIFJS NFBO QJYFM WBSJBODF
SFEVDFT UIF OVNCFS PG iXBTUFEw TBNQMFT BOE UIFSFCZ TMJHIUMZ TVCEVFT OPJTF� 8F RVBOUJGZ UIF OPJTF BT
NFBO BCTPMVUF QFSDFOUBHF FSSPS BWFSBHFE PWFS FBDI JNBHF�

UIF JNBHF QMBOF

X̄L =
∑

Q
XL(Q) , 	�


MFBEJOH UP UIF MFTT CJBTFE CVU BMTP MFTT PQUJNBM XIPMF�JNBHF XFJHIUJOH TDIFNF

* =
�

∑.
J=� X̄L

.∑

J=�
X̄L*L . 	�


*O PVS FYQFSJNFOUT XF XFSF VOBCMF UP BDUVBMMZ PCTFSWF BOZ CJBT VTJOH UIJT TDIFNF CPUI WJTVBMMZ BOE
OVNFSJDBMMZ� 'VSUIFSNPSF UIF SFTVMUJOH JNBHFT DPOTJTUFOUMZ IBE MFTT OPJTF DPNQBSFE UP JNBHFT QSPEVDFE
CZ UIF PSJHJOBM 11( BMHPSJUIN� XF TIPX UXP FYBNQMFT JO 'JHVSF ���

*NQPSUBOUMZ UIF QSPQPTFE XFJHIUJOH TDIFNF JT DPOTJTUFOU� "T SFOEFSJOH QSPHSFTTFT UIF WBSJBODF FTUJ�
NBUF JT CVJMU VTJOH BO JODSFBTJOH OVNCFS PG TBNQMFT BQQSPBDIJOH UIF USVF WBSJBODF PG UIF QJYFM WBMVF� ЅJT
IJHIFS BDDVSBDZ PG UIF WBSJBODF FTUJNBUF MFBET UP WBOJTIJOH DPSSFMBUJPO CFUXFFO UIF XFJHIUT BOE UIF QJYFM
WBMVFT�CFDBVTF UIF USVF WBSJBODF EPFT OPU EFQFOE PO BOZ TQFDJmD TBNQMFT�BOE UIFSFCZ UP WBOJTIJOH
CJBT�

-BTUMZ UP GVSUIFS JNQSPWF SPCVTUOFTT XF POMZ DPNCJOF UIF MBTU � JNBHFT� 8IJMF UIJT BNPVOUT UP
BMXBZT EJTDBSEJOH TMJHIUMZ GFXFS UIBO UIF mSTU �.��% PG UIF TBNQMFT UIFTF JOJUJBM TBNQMFT BSF UIF OPJTJFTU
BOE DBO�JO UIF NPTU EJċDVMU DBTFT�PUIFSXJTF DBVTF VOTUBCMF XFJHIUT�

���� &YUFOTJPO �� 4QBUJP�EJSFDUJPOBM 4QMBUUJOH JOUP UIF 4%�5SFF

8IJMF UFTUJOH UIF 4%�USFF PO B MBSHF OVNCFS PG TDFOFT XF PCTFSWFE EJTUSBDUJOH BSUJGBDUT VOEFS TQBUJP�
EJSFDUJPOBMMZ OBSSPX JMMVNJOBUJPO� *O 'JHVSF �� XF DSFBUFE B DPOUSJWFE TJUVBUJPO UIBU EFNPOTUSBUFT UIF
QSPCMFN� XF SFOEFS B $ĠģğĖĝĝ #Ġĩ UIBU JT JMMVNJOBUFE CZ B UJOZ RVBE MJHIU XJUI EJTBCMFE OFYU�FWFOU
FTUJNBUJPO� "MUIPVHI 11( ESBNBUJDBMMZ JNQSPWFT PWFSBMM WBSJBODF PWFS BO VOHVJEFE QBUI USBDFS 	MFЂ

SFTJEVBM OPJTF NBOJGFTUT OPO�VOJGPSNMZ BMPOH UIF TQBUJBM TUSVDUVSF PG UIF 4%�USFF 	NJEEMF
�
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1BUI 5SBDJOH XJUIPVU /&& � 11( � TQBUJP�EJSFDUJPOBM mMUFSJOH

'JHVSF ��� *NQSPWFE IBOEMJOH PG OBSSPX JMMVNJOBUJPO CZ TQBUJP�EJSFDUJPOBM mMUFSJOH PG SBEJBODF FTUJNBUFT
UIBU BSF TQMBUUFE JOUP UIF 4%�USFF� 8F JMMVTUSBUF B DPOUSJWFE TJUVBUJPO� B TNBMM MJHIU TPVSDF UIBU JT OPU TBN�
QMFE XJUI OFYU�FWFOU FTUJNBUJPO 	/&&
� "MUIPVHI 11( 	NJEEMF
 ESBNBUJDBMMZ JNQSPWFT PWFSBMM WBSJBODF
DPNQBSFE UP BO VOHVJEFE QBUI USBDFS 	MFЂ
 SFTJEVBM OPJTF JT EJTUSJCVUFE OPO�VOJGPSNMZ BMPOH UIF TQBUJBM
TUSVDUVSF PG UIF 4%�USFF XIJDI JT WJTVBMMZ VOQMFBTJOH� 4QBUJP�EJSFDUJPOBM mMUFSJOH 	SJHIU
 BEESFTTFT UIF
TUSVDUVSFE OPJTF CZ EJTUSJCVUJOH JU FWFOMZ BDSPTT UIF TDFOF BOE BU UIF TBNF UJNF SFEVDJOH JU PWFSBMM�

ЅFTF BSUJGBDUT BSF QSJNBSJMZ DBVTFE CZ UISFF QSPCMFNT PG UIF 4%�USFF� mSTU UIF TQBUJBM TVCEJWJTJPO
TDIFNF BTTVNFT UIBU TQMJUUJOH B OPEF JO IBMG DBVTFT UIF OFXMZ DSFBUFE OPEFT UP SFDFJWF B SPVHIMZ FRVBM
OVNCFS PG TBNQMFT XIJDI JT OPU UIF DBTF XIFO QBUI WFSUJDFT BSF EJTUSJCVUFE BOJTPUSPQJDBMMZ F�H� BMPOH HFP�
NFUSJD FEHFT� 4FDPOE FWFO JG UIF QBUI WFSUJDFT XFSF FWFOMZ EJTUSJCVUFE BDSPTT TQBUJBM MFBG OPEFT UIFJS TBN�
QMF WBSJBODF JT EJTSFHBSEFE CZ UIF BMHPSJUIN� "OE MBTUMZ EVSJOH QBUI USBDJOH JODJEFOU SBEJBODF FTUJNBUFT
BU QBUI WFSUJDFT BSF SFDPSEFE XJUIJO UIFJS OFBSFTU TQBUJBM MFBWFT XIJDI DBVTFT UIF MFBSOFE BQQSPYJNBUJPO
UP CF CFUUFS JO UIF DFOUFS PG OPEFT UIBO BU UIFJS FEHFT MFBEJOH UP WJTJCMF EBSLFOJOH BU MFBG CPVOEBSJFT�

"MM UIF BCPWF QSPCMFNT SFTVMU JO VOEFTJSFE OPO�VOJGPSN MFBSOJOH PG UIF 4%�USFF HJWJOH SJTF UP UIF
BSUJGBDUT JO 'JHVSF �� 	NJEEMF
� " QPQVMBS BOE FĊFDUJWF BQQSPBDI UP NJUJHBUF TVDI OPO�VOJGPSNJUZ JT
mMUFSJOH� 8F UIFSFGPSF JOUSPEVDF B TQBUJP�EJSFDUJPOBM mMUFS UP UIF TQMBUUJOH PG SBEJBODF FTUJNBUFT JOUP UIF
4%�USFF� JOTUFBE PG SFDPSEJOH SBEJBODF FTUJNBUFT 〈-J〉 GSPN WFSUJDFT W XJUIJO UIF MFBG OPEF UIBU DPOUBJOT
UIF WFSUFY QPTJUJPO YW BOE EJSFDUJPO ʘW XF SFDPSE 〈-J〉 XJUIJO UIPTF MFBG OPEFT UIBU GBMM JOUP B TQBUJBM
OFJHICPSIPPE BSPVOE YW BOE B EJSFDUJPOBM OFJHICPSIPPE BSPVOE ʘW�

.PSF DPODSFUFMZ HJWFO 〈-J〉 BU B WFSUFY W XF CFHJO CZ USBWFSTJOH UIF TQBUJBM USFF UP PCUBJO UIF TQBUJBM
GPPUQSJOU BOE DPSSFTQPOEJOH WPMVNF7 PG UIF MFBG DPOUBJOJOH YW� UIJT GPPUQSJOU EFUFSNJOFT UIF mMUFS SBEJVT
BOE UIFSFCZ UIF TJ[F PG UIF TQBUJBM OFJHICPSIPPE� 8F UIFO USBWFSTF UIF TQBUJBM USFF BHBJO UIJT UJNF WJTJU�
JOH FBDI OPEF UIBU IBT OPO�[FSP WPMVNF PWFSMBQ XJUI UIF TQBUJBM GPPUQSJOU GSPN CFGPSF DFOUFSFE BSPVOE
YW� 'PS FBDI TQBUJBM MFBG XJUI OPO�[FSP WPMVNF PWFSMBQ 7P UIBU XF mOE UIJT XBZ XF SFDPSE UIF SBEJBODF
FTUJNBUF XFJHIUFE CZ UIF GSBDUJPO PG PWFSMBQQFE WPMVNF 〈-J〉 · 7P/7�

%JSFDUJPOBM mMUFSJOH XPSLT BOBMPHPVTMZ POMZ UIBU XF QFSGPSN BSFB�CBTFE mMUFSJOH PWFS UIF DZMJOESJDBM
EPNBJO BT PQQPTFE UP TQBUJBM mMUFSJOH PWFS TQBDF�

4UPDIBTUJD 'JMUFSJOH� 8IFO JNQMFNFOUFE BT EFTDSJCFE BCPWF UIF mMUFSJOH PQFSBUJPO DPNFT XJUI
TJHOJmDBOU DPNQVUBUJPOBM DPTU� ЅJT DPTU DBO CF NPTUMZ BWPJEFE BU UIF FYQFOTF PG TMJHIUMZ XPSTF RVBMJUZ CZ
SFQMBDJOH UIF EFUFSNJOJTUJD mMUFSJOH UIBU USBWFSTFT FOUJSF TVC�USFFT XJUI TUPDIBTUJD mMUFSJOH UIBU USBWFSTFT
POMZ UPXBSET B TJOHMF MFBG� BЂFS PCUBJOJOH UIF TQBUJBM GPPUQSJOU UIF QPTJUJPO YW JT KJUUFSFE 	J�F� QPTJUJPOFE
VOJGPSNMZ BU SBOEPN
 XJUIJO UIF GPPUQSJOU�T WPMVNF�BHBJO DFOUFSFE BSPVOE YW�BOE UIFO SFDPSEFE JO
UIF 4%�USFF BT EPOF JO UIF PSJHJOBM BMHPSJUIN XJUIPVU XFJHIUJOH UIF SBEJBODF CZ 7P/7�

5P mOE UIF TXFFU�TQPU CFUXFFO RVBMJUZ BOE DPNQVUBUJPOBM DPTU JU JT JNQPSUBOU UP DPOTJEFS UIF DPN�
QPVOEJOH FĊFDU PG FOBCMJOH EFUFSNJOJTUJD TQBUJBM BOE EJSFDUJPOBM mMUFSJOH BU UIF TBNF UJNF� TJODF EFUFS�
NJOJTUJD TQBUJBM mMUFSJOH JODSFBTFT UIF OVNCFS PG WJTJUFE RVBEUSFFT 	GSPN POF UP NBOZ
 BOE EJSFDUJPOBM
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1BUI 5SBDJOH � FYU� 11( � MFBSOFE QSPC� 3FGFSFODF
(
ĝĠ

ĤĤ
Ī
,
Ěĥ

Ĕę
Ėğ

NFBO BCTPMVUF QFSDFOUBHF FSSPS� ������ ������ ������

#Ė
ĕģ

ĠĠ
Ğ

NFBO BCTPMVUF QFSDFOUBHF FSSPS� ������ ������ ������

'JHVSF ��� -FBSOJOH UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ PG NVMUJQMF JNQPSUBODF TBNQMJOH PO UPQ PG PVS PUIFS FY�
UFOTJPOT SFEVDFT OPJTF JO EJċDVMU HMPTTZ MJHIU USBOTQPSU 	UPQ
 BOE QSFWFOUT QBUI HVJEJOH GSPN QSPEVDJOH
NVDI XPSTF SFTVMUT JO QMBDFT UIBU BSF TJNQMF UP SFOEFS VTJOH #4%' TBNQMJOH BMPOF 	CPUUPN
� 8F VTF ����
TBNQMFT QFS QJYFM BOE XF RVBOUJGZ OPJTF VTJOH NFBO BCTPMVUF QFSDFOUBHF FSSPS BWFSBHFE PWFS FBDI JNBHF�

mMUFSJOH JODSFBTFT UIF OVNCFS PG WJTJUFE MFBG RVBET GPS FBDI WJTJUFE RVBEUSFF 	BHBJO GSPN POF UP NBOZ

UIF UPUBM DPNQVUBUJPOBM DPTU JT SPVHIMZ QSPQPSUJPOBM UP UIF QSPEVDU PG UIF TQBUJBM mMUFSJOH PWFSIFBE BOE
UIF EJSFDUJPOBM mMUFSJOH PWFSIFBE� *U GPMMPXT UIBU OFHBUJOH UIF PWFSIFBE WJB TUPDIBTUJD mMUFSJOH PO POMZ
POF PG UIF UXP mMUFSJOH PQFSBUJPOT QSPWJEFT NPTU PG UIF QPTTJCMF TQFFEVQ�

"EEJUJPOBMMZ TJODF TQBUJBM mMUFSJOH PQFSBUFT PO � EJNFOTJPOT XIFSFBT EJSFDUJPOBM mMUFSJOH PQFSBUFT
POMZ PO � UIF PWFSIFBE DBVTFE CZ TQBUJBM mMUFSJOH JT CJHHFS�

#FDBVTF PG UIFTF UXP SFBTPOT XF QFSGPSN TQBUJBM mMUFSJOH TUPDIBTUJDBMMZ BOE VTF EFUFSNJOJTUJD mMUFS�
JOH POMZ JO UIF EJSFDUJPOBM EPNBJO� ЅF DPNQVUBUJPOBM PWFSIFBE PG UIJT DPNCJOFE BQQSPBDI PWFS WBOJMMB
11( JT BSPVOE ��% JO B .JUTVCB�SFOEFSFE $ĠģğĖĝĝ #Ġĩ BOE CFMPX ��% JO )ZQFSJPO�SFOEFSFE QSPEVD�
UJPO TDFOFT� ЅF TNBMMFS PWFSIFBE JO )ZQFSJPO JT B DPOTFRVFODF PG NPSF DPNQVUBUJPO CFJOH EFWPUFE UP
SFOEFSJOH TJHOJmDBOUMZ NPSF DPNQMFY TDFOFT�

4VCEJWJTJPO $SJUFSJPO� ЅF PSJHJOBM 11( BMHPSJUIN TVCEJWJEFT TQBUJBM MFBG OPEFT XIFO UIFZ SFDFJWF
NPSF UIBO D = ����� · �L/� TBNQMFT� %VF UP UIF JODSFBTFE SPCVTUOFTT GSPN mMUFSJOH XF BSF BCMF UP SFEVDF
UIJT OVNCFS UP D = ���� · �L/� UIFSFCZ MFBEJOH UP B mOFS TVCEJWJTJPO BOE UIFSFGPSF OPU POMZ BNPSF SPCVTU
CVU BMTP B NPSF mOF�HSBJOFE mU� TFF 'JHVSF ���

���� &YUFOTJPO �� 0QUJNJ[BUJPO PG .*4 4FMFDUJPO 1SPCBCJMJUZ

0VS UIJSE FYUFOTJPO BJNT BU PO�MJOF MFBSOJOH PG UIF NVMUJQMF�JNQPSUBODF�TBNQMJOH TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ
CFUXFFO 4%�USFF BOE #4%' TBNQMJOH TVDI UIBU WBSJBODF JT NJOJNJ[FE� ЅJT BEESFTTFT UIF QSPCMFN PG
PWFSVTJOH UIF 4%�USFF PO HMPTTZ TVSGBDFT BOE XIFO JU BQQSPYJNBUFT JODJEFOU SBEJBODF QPPSMZ� 8F EFNPO�
TUSBUF UIF CFOFmUT PG UIJT FYUFOTJPO JO 'JHVSF ���

0CKFDUJWF %FGJOJUJPO� 3FDBMM UIBU JO 11( SBEJBODF TBNQMJOH JT DPNCJOFE XJUI #4%' TBNQMJOH VTJOH
UIF POF�TBNQMF .*4 NPEFM <7FBDI BOE (VJCBT ����>� .BUIFNBUJDBMMZ UIJT BNPVOUT UP TBNQMJOH BDDPSE�
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JOH UP B MJOFBS DPNCJOBUJPO PG UIF 4%�USFF 1%' R ∝ -̃J BOE UIF #4%' 1%' QGT ∝ GT

R̂(ʘJ|Y, ʘP; ʂ) = ʂ · QGT(ʘJ|Y, ʘP) +
(
�− ʂ

)
· R(ʘJ|Y) , 	�


XIFSF ʂ JT UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ UIBU EFUFSNJOFT IPX GSFRVFOUMZ FBDI PG UIF UXP TUSBUFHJFT JT TBNQMFE
GSPN� " WBMVF PG � BNPVOUT UP BMXBZT TBNQMJOH GSPN UIF 4%�USFF XIFSFBT B WBMVF PG � DPSSFTQPOET UP
BMXBZT VTJOH #4%' TBNQMJOH�

.BOZ SBEJBODF�CBTFE HVJEJOH BQQSPBDIFT VTF B mYFE WBMVF PG ʂ = �.� <.àMMFS FU BM� ���� 7PSCB FU BM�
����> XIFSFBT PUIFST UIBU MFBSO UIF QSPEVDU BSF UZQJDBMMZ NPSF BHHSFTTJWF� )FSIPM[ FU BM� <���� ����> VTF
ʂ = �.�� )PXFWFS JU XPVME CF CFUUFS UP MFU ʂ WBSZ TQBUJBMMZ UP BDDPVOU GPS UIF GBDU UIBU #4%' TBNQMJOH
NBZ CF NPSF TVJUBCMF JO TPNF TDFOF SFHJPOT XIFSFBT HVJEJOH NBZ CF NPSF BQQSPQSJBUF JO PUIFST�

8JUI UIJTNPUJWBUJPO JONJOE PVS PCKFDUJWF JT UP SFQMBDF UIF mYFE TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ ʂXJUI B MFBSOFE
GVODUJPO ʂ(Y)� 5P EFSJWF B MFBSOJOH BMHPSJUIN GPS ʂ(Y) XF CFHJO CZ GPSNBMJ[JOH UIF EFTJSFE GPSN UIBU XF
XPVME MJLF UIF DPNCJOFE 1%' R̂ UP UBLF�

;FSP WBSJBODF DBO POMZ CF BUUBJOFE XIFO TBNQMJOH QSPQPSUJPOBM UP UIF QSPEVDU PG JODJEFOU SBEJBODF
BOE UIF #4%' J�F� BDDPSEJOH UP UIF iJEFBMw 1%' Q(ʘJ|Y, ʘP) ∝ -J(Y, ʘJ) GT(Y, ʘJ) DPT ʄJ� "MUIPVHI JU JT
JNQPTTJCMF UP QFSGFDUMZNBUDI UIF JEFBM 1%' TJNQMZ CZ WBSZJOH ʂ(Y) PVS HPBM JT UP PQUJNJ[F ʂ(Y) TVDI UIBU
UIF DPNCJOFE 1%' R̂ BU MFBTU BQQSPYJNBUFT UIF JEFBM 1%' Q BT DMPTFMZ BT QPTTJCMF�

4JODF UIF HPBM PG BQQSPYJNBUJOH Q(ʘJ|Y, ʘP) XJUI R̂(ʘJ|Y, ʘP) DBO CF BDDPNQMJTIFE JOEFQFOEFOUMZ GPS
BOZ TQBUJP�EJSFDUJPOBM DPPSEJOBUF (Y, ʘP) XF XJMM PNJU Y BOE ʘP GSPN UIF GPMMPXJOH EFSJWBUJPOT� ЅF
PCKFDUJWF JT UIFO UP BQQSPYJNBUF Q(ʘJ) XJUI R̂(ʘJ; ʂ) = ʂ · QGT(ʘJ) + (� − ʂ) · R(ʘJ) CZ WBSZJOH ʂ� 8F
DBO GPSNBMJ[F UIJT BT BO PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN� XF USZ UP NJOJNJ[F B TVJUBCMZ DIPTFO EJTUBODF %(Q ‖ R̂; ʂ)
CFUXFFO UIF 1%'T Q BOE R̂ SFGFSSFE UP BT iPCKFDUJWF GVODUJPOw� ЅF PQUJNBM TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ JT UIFO
UIF POF UIBU NJOJNJ[FT UIF PCKFDUJWF GVODUJPO

ʂ̂ = BSHNJO
ʂ∈[�,�]

%(Q ‖ R̂; ʂ) . 	�


$IPJDF PG 0CKFDUJWF 'VODUJPO� *EFBMMZ XF XPVME TFU UIF PCKFDUJWF GVODUJPO % UP UIF .POUF $BSMP
WBSJBODF TVDI UIBU UIF BCPWF FRVBUJPO EJSFDUMZ DPSSFTQPOET UPNJOJNJ[JOH WBSJBODF� 4VDI BO PQUJNJ[BUJPO
JT BDUVBMMZ GFBTJCMF CVU JU JT OVNFSJDBMMZ VOTUBCMF XIJDI MFBET UP XPSTF SFTVMUT DPNQBSFE UP BMUFSOBUJWF
PCKFDUJWFT <.àMMFS FU BM� ����>� 8F UIFSFGPSF VTF BOPUIFS NPSF OVNFSJDBMMZ TUBCMF GVODUJPO UP DBQUVSF
UIF EJĊFSFODF CFUXFFO Q BOE R̂� UIF ,VMMCBDL�-FJCMFS 	,-
 EJWFSHFODF�

ЅF ,- EJWFSHFODF CFUXFFO UIF JEFBM 1%' Q BOE UIF MFBSOFE 1%' R̂ JT EFmOFE BT

%,-(Q ‖ R̂; ʂ) =
∫

S
Q(ʘJ) MPH

Q(ʘJ)

R̂(ʘJ; ʂ)
EʘJ . 	��


*U JT B HPPE TVSSPHBUF GPS UIF WBSJBODF CFDBVTF�MJLF UIF WBSJBODF�JU BUUBJOT B WBMVF PG � JG BOE POMZ JG
Q = R̂ BOE CFDBVTF JU BQQSPBDIFT JOmOJUZ BT R̂ VOEFSTBNQMFT UIF JOUFHSBOE J�F� XIFO R̂(ʘJ; ʂ) BQQSPBDIFT
[FSP GPS EJSFDUJPOT XIFSF Q(ʘJ) > ��

������ .JOJNJ[JOH UIF ,VMMCBDL�-FJCMFS %JWFSHFODF

.àMMFS FU BM� <����> TIPXFE UIBU UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ ʂ DBO CF PQUJNJ[FE TVDI UIBU UIF ,- EJWFSHFODF
%,-(Q ‖ R̂; ʂ) JT NJOJNJ[FE XIFO ʂ JT UIF PVUQVU PG B OFVSBM OFUXPSL� *O UIJT TFDUJPO XF VTF BO BEBQUFE
BQQSPBDI UIBU EPFT UIF TBNF XJUIPVU JOWPMWJOH B OFVSBM OFUXPSL�

8FNJOJNJ[F UIF,-EJWFSHFODF CZ TFUUJOH JUT HSBEJFOU UP [FSP� *EFBMMZ XFXPVME EP UIJT JO DMPTFE GPSN
XIJDI JT VOGPSUVOBUFMZ OPU QPTTJCMF CFDBVTF PG UIF EJċDVMU JOUFHSBM� 4VDI EJċDVMU NJOJNJ[BUJPO QSPCMFNT
BSF XFMM TUVEJFE JO UIF mFME PG NBDIJOF MFBSOJOH BOE BSF PЂFO BEESFTTFE VTJOH BMHPSJUINT UIBU CVJME PO
iTUPDIBTUJD HSBEJFOU EFTDFOUw� 0OF PG UIF NPTU TVDDFTTGVM PG TVDI BQQSPBDIFT JT i"EBNw <,JOHNB BOE #B
����> XIJDI JT SFNBSLBCMZ TJNQMF UP JNQMFNFOU� 'PS UIJT SFBTPO BOE GPS BOPUIFS SFBTPO UIBU XF XJMM
NFOUJPO TIPSUMZ XF VTF "EBN UP PQUJNJ[F UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ ʂ�

4*((3"1) ���� $PVSTF /PUFT� 1BUI (VJEJOH JO 1SPEVDUJPO 1BHF �� � ��



1Ēĥę (ĦĚĕĚğĘ Ěğ 1ģĠĕĦĔĥĚĠğ

ЅF "EBN BMHPSJUIN UBLFT TUPDIBTUJD FTUJNBUFT PG UIF iMPTT HSBEJFOUw 	JO PVS DBTF� UIF HSBEJFOU PG UIF
,- EJWFSHFODF
 BT JOQVU BOE JT HVBSBOUFFE UP DPOWFSHF UP B 	MPDBMMZ
 PQUJNBM WBMVF JG UIFTF FTUJNBUFT BSF
VOCJBTFE� 'PSUVOBUFMZ JU JT QPTTJCMF UP PCUBJO VOCJBTFE ,-�EJWFSHFODF HSBEJFOU FTUJNBUFT� .àMMFS FU BM�
<����> TIPXFE UIBU UIF HSBEJFOU PG UIF ,- EJWFSHFODF DBO CF XSJUUFO BT BO FYQFDUBUJPO PWFS TBNQMFT
ESBXO GSPN BO BSCJUSBSZ 1%' RT�ň

∇ʂ%,-(Q ‖ R̂; ʂ) = E
ʘJ∼RT

[
− Q(ʘJ)

RT(ʘJ)
∇ʂ MPH R̂(ʘJ; ʂ)

]
, 	��


XIJDI ZJFMET UIF EFTJSFE VOCJBTFE HSBEJFOU BT UIF JOOFS QBSU PG UIF BCPWF FYQFDUBUJPO GPS EJSFDUJPOT ʘJ
ESBXO GSPN RT�

&WBMVBUJOH UIJT VOCJBTFE HSBEJFOU JT EJċDVMU CFDBVTFXF DBOOPU FWBMVBUF UIF JEFBM 1%' Q(ʘJ) JO DMPTFE
GPSN� 8F DBO IPXFWFS SFQMBDF UIF JEFBM 1%' XJUI BO VOOPSNBMJ[FE VOCJBTFE FTUJNBUF PG JU� UIF QSPEVDU
PG JODJEFOU SBEJBODF UIF #4%' BOE UIF GPSFTIPSUFOJOH UFSN� ЅJT SFQMBDFNFOU JOUSPEVDFT B DPOTUBOU
GBDUPS CVU PUIFSXJTF MFBWFT UIF VOCJBTFEOFTT PG UIF HSBEJFOU JOUBDU CFDBVTF PG UIF MJOFBSJUZ PG FYQFDUBUJPOT�
4MJHIUMZ BCVTJOH OPUBUJPO BOE EFOPUJOH 〈9〉 BT BO VOCJBTFE FTUJNBUF PG 9 XF IBWF

D · 〈∇ʂ%,-(Q ‖ R̂; ʂ)〉 = −
〈-J(ʘJ)〉 GT(ʘJ) DPT ʄJ

RT(ʘJ)
∇ʂ MPH R̂(ʘJ; ʂ) . 	��


)FSF MJFT UIF TFDPOE SFBTPO CFIJOE PVS DIPJDF PG VTJOH UIF "EBNPQUJNJ[FS� "EBN BVUPNBUJDBMMZ DPNQFO�
TBUFT GPS UIF DPOTUBOU GBDUPS D TP XF JHOPSF UIF GBDUPS BOE FYQSFTT UIF HSBEJFOU POMZ VQ UP QSPQPSUJPOBMJUZ�

8F DBO GVSUIFS FYQBOE UIF HSBEJFOU FTUJNBUF CZ BQQMZJOH UIF DIBJO SVMF mOBMMZ MFBEJOH UP BO FYQSFT�
TJPO UIBU DBO CF FWBMVBUFE XJUIJO B SFOEFSFS

〈∇ʂ%,-(Q ‖ R̂; ʂ)〉 ∝ −
〈-J(ʘJ)〉 GT(ʘJ) DPT ʄJ

RT(ʘJ)
∇ʂ MPH R̂(ʘJ; ʂ)

= −
〈-J(ʘJ)〉 GT(ʘJ) DPT ʄJ

RT(ʘJ)

∇ʂ R̂(ʘJ; ʂ)
R̂(ʘJ; ʂ)

= −
〈-J(ʘJ)〉 GT(ʘJ) DPT ʄJ

RT(ʘJ)

QGT(ʘJ)− R(ʘJ)

R̂(ʘJ; ʂ)
. 	��


°6 °4 °2 0 2 4 6
0.0

0.5

1.0

'JHVSF ��� -PHJTUJD TJHNPJE�

*U NBZ CF UFNQUJOH UP EJSFDUMZ GFFE UIJT HSBEJFOU JOUP UIF "EBN BMHP�
SJUIN UP PQUJNJ[F UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ ʂ CVU UIFSF JT B SFNBJOJOH
QSPCMFN XF NVTU TPMWF CFGPSF XF DBO EP TP� UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ JT
POMZ WBMJE JO UIF SBOHF [�, �] CVU UIF BCPWF PQUJNJ[BUJPO JT VOBXBSF PG
UIJT DPOTUSBJOU� ЅF PQUJNJ[BUJPO DPVME UIFSFGPSF QSPEVDF JOWBMJE QSPC�
BCJMJUJFT PVUTJEF PG [�, �]� 8F FOGPSDF QSPCBCJMJUJFT UIBU MJF XJUIJO [�, �]
CZ NPEFMJOH ʂ JO UFSNT PG BO BVYJMJBSZ iMBUFOUw WBSJBCMF ʉ ∈ R UIBU DBO
UBLF BOZ SFBM WBMVF XJUIPVU DPOTUSBJOU VTJOH UIF MPHJTUJD TJHNPJE GVOD�
UJPO ʒ : R→ [�, �]

ʂ(ʉ) ≡ ʒ(ʉ) =
�

� + F−ʉ . 	��


4JODF UIF TJHNPJE FOGPSDFT WBMJE QSPCBCJMJUJFT ʂ XF DBO PQUJNJ[F ʉ VTJOH "EBN XJUIPVU XPSSZJOH BCPVU
UIF SBOHF PG ʂ� 5P QFSGPSN UIJT PQUJNJ[BUJPO XF OFFE BO VOCJBTFE HSBEJFOU FTUJNBUF X�S�U� ʉ JOTUFBE PG ʂ
XIJDI DBO CF PCUBJOFE VTJOH UIF DIBJO SVMF

〈∇ʉ%,-(Q ‖ R̂; ʂ)〉 = 〈∇ʂ%,-(Q ‖ R̂; ʂ)〉 ·∇ʉ ʂ(ʉ)
= 〈∇ʂ%,-(Q ‖ R̂; ʂ)〉 · ʂ(ʉ)

(
�− ʂ(ʉ)

)

∝ −
〈-J(ʘJ)〉 GT(ʘJ) DPT ʄJ

RT(ʘJ)

QGT(ʘJ)− R(ʘJ)

R̂(ʘJ; ʂ)
ʂ(ʉ)

(
�− ʂ(ʉ)

)
. 	��


ň*O QSBDUJDF RT JT DIPTFO UP FRVBM R̂ CVU JNQMFNFOUBUJPO EFUBJMT PG NVMUJUISFBEFE PQUJNJ[BUJPO OFDFTTJUBUF UIFJS EJTUJODUJPO�
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1Ēĥę (ĦĚĕĚğĘ Ěğ 1ģĠĕĦĔĥĚĠğ

"MHPSJUIN �� 0QUJNJ[BUJPO PG UIF .*4 TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ� 0OF .*4 PQUJNJ[BUJPO TUFQ JT FYFDVUFE XIFOFWFS
B SBEJBODF FTUJNBUF JT TQMBUUFE JOUP B TQBUJBM MFBG PG UIF 4%�USFF�

� DMBTT 4QBUJBM-FBG	

� U,N, W, ʉ ← � �� *OJUJBMJ[F TUBUF
� ʃ� ← �.�, ʃ� ← �.���, ʆ ← ��−�, MFBSOJOH3BUF← �.��, SFHVMBSJ[BUJPO← �.�� �� )ZQFSQBSBNFUFST
� GVODUJPO BEBN4UFQ	∇ʉ

� U← U+ � �� *ODSFNFOU JUFSBUJPO DPVOUFS

� M← MFBSOJOH3BUF ·
√

�− ʃU�/(�− ʃU�) �� $PNQVUF EF�CJBTFE MFBSOJOH SBUF
� N← ʃ� ·N+ (�− ʃ�) ·∇ʉ �� 6QEBUF mSTU NPNFOU
� W← ʃ� · W+ (�− ʃ�) ·∇ʉ ·∇ʉ �� 6QEBUF TFDPOE NPNFOU
� ʉ ← ʉ − M ·N/(

√
W+ ʆ) �� 6QEBUF QBSBNFUFS

�� GVODUJPO NJT0QUJNJ[BUJPO4UFQ	Y ʘJ ʘP SBEJBODF&TUJNBUF TBNQMF1EG

�� QSPEVDU&TUJNBUF← SBEJBODF&TUJNBUF · GT(ʘJ) DPT ʄJ
�� CTEG1EG← QGT(ʘJ|ʘP, Y)
�� MFBSOFE1EG← JT%JTDSFUF	GT(ʘJ)
  � � R(ʘJ|Y)
�� TQJO MPDL 	UIJT
 �� &OTVSF ʉ JT POMZ PQUJNJ[FE CZ POF UISFBE BU B UJNF
�� ʂ ← TFMFDUJPO1SPCBCJMJUZ	

�� DPNCJOFE1EG← ʂ · CTEG1EG + (�− ʂ) · MFBSOFE1EG �� &RVBUJPO �
�� ∇ʂ ← −QSPEVDU&TUJNBUF · (CTEG1EG− MFBSOFE1EG)/(TBNQMF1EG · DPNCJOFE1EG) �� &RVBUJPO ��
�� ∇ʉ ← ∇ʂ · ʂ(�− ʂ) �� $IBJO SVMF
�� SFH(SBEJFOU← SFHVMBSJ[BUJPO · ʉ �� -� SFHVMBSJ[BUJPO UP BWPJE TJHNPJE TBUVSBUJPO
�� BEBN4UFQ	∇ʉ + SFH(SBEJFOU


�� GVODUJPO TFMFDUJPO1SPCBCJMJUZ	
 �� $BMMFE CZ UIF QBUI USBDFS UP VTF UIF MFBSOFE QSPCBCJMJUZ
�� SFUVSO �/(� + F−ʉ) �� 4JHNPJE BT JO &RVBUJPO ��

������ *OUFHSBUJPO PG .*4 0QUJNJ[BUJPO JOUP 11(

*O UIJT TFDUJPO XF EFTDSJCF IPX XF JNQMFNFOUFE UIF TFMFDUJPO�QSPCBCJMJUZ PQUJNJ[BUJPO VTJOH "EBN
XJUIJO UIF 11( BMHPSJUIN�

4QBUJBM %JTDSFUJ[BUJPO� 0VS HPBM JT UP PQUJNJ[F UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ ʂ TQBUJBMMZ BOE KPJOUMZ XJUI
UIF MFBSOJOH PG UIF 4%�USFF� 5P UIJT FOE XF VUJMJ[F UIF TQBUJBM TVCEJWJTJPO PG UIF 4%�USFF� JO FBDI TQBUJBM
MFBG OPEF XF OPU POMZ TUPSF B EJSFDUJPOBM RVBEUSFF CVU BMTP UIF MBUFOU WBSJBCMF ʉ DPOUSPMMJOH UIF TFMFDUJPO
QSPCBCJMJUZ ʂ� %VSJOH SFOEFSJOH XIFOFWFS XF TQMBU B SBEJBODF FTUJNBUF JOUP B TQBUJBM MFBG OPEF XF OPU
POMZ SFDPSE JU XJUIJO UIF DPSSFTQPOEJOH RVBEUSFF CVU XF BMTP FYFDVUF BO "EBN PQUJNJ[BUJPO TUFQ�

.VMUJ�5ISFBEJOH� ЅF HSBEJFOU DPNQVUBUJPO BOE "EBN PQUJNJ[BUJPO BSF OPU UISFBE�TBGF TP NVUVBM
FYDMVTJWJUZ NVTU CF HVBSBOUFFE XIFO UXP UISFBET BUUFNQU UP QFSGPSN BO PQUJNJ[BUJPO TUFQ XJUIJO UIF
TBNF TQBUJBM MFBG DPODVSSFOUZ� 'PSUVOBUFMZ TVDI UISFBE DPMMJTJPOT BSF SBSF CFDBVTF UIF TQBUJBM CJOBSZ USFF
IBT B SFTPMVUJPO UIBU BQQSPYJNBUFMZ NBUDIFT UIF TQBUJBM EFOTJUZ PG QBUI WFSUJDFT� 8F BSF UIFSFGPSF BCMF UP
VTF BO JOFYQFOTJWF TQJO MPDL XJUI XIJDI XF PCTFSWFE OFBS�QFSGFDU MJOFBS QFSGPSNBODF TDBMJOH VQ UP ��
UISFBET XIJDI JT UIF NBYJNVN OVNCFS XF DPVME UFTU PO�

3FHVMBSJ[BUJPO� 3FDBMM UIBU XF FYQSFTT UIF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ BT UIF TJHNPJE PG B MBUFOU WBSJBCMF
ʂ(ʉ) ≡ ʒ(ʉ)� ЅJT TJHNPJE MFWFMT PĊ BT ʉ BQQSPBDIFT QPTJUJWF PS OFHBUJWF JOmOJUZ 	TFF 'JHVSF ��
 J�F� JUT
HSBEJFOU BQQSPBDIFT [FSP� 6OGPSUVOBUFMZ TNBMM HSBEJFOUT NBLF HSBEJFOU�CBTFE PQUJNJ[FST TVDI BT "EBN
MFTT FĊFDUJWF XIJDI JT LOPXO JO NBDIJOF MFBSOJOH BT UIF iWBOJTIJOH�HSBEJFOUw QSPCMFN�

8F MJNJU UIF WBOJTIJOH�HSBEJFOU QSPCMFN CZ JOUSPEVDJOH -� SFHVMBSJ[BUJPO UP PVS MBUFOU WBSJBCMF ʉ
XIJDI iFODPVSBHFTw UIF PQUJNJ[BUJPO UP QSFGFS WBMVFT PG ʉ UIBU BSF DMPTFS UP [FSP J�F� WBMVFT PG ʂ UIBU BSF
DMPTFS UP �.�� ЅJT BNPVOUT UPNPEJGZJOH PVS PCKFDUJWF GVODUJPO 	UIF,- EJWFSHFODF
 UP JODMVEF BO BEEJUJWF

4*((3"1) ���� $PVSTF /PUFT� 1BUI (VJEJOH JO 1SPEVDUJPO 1BHF �� � ��
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UFSN ʌʉ� XIFSF ʌ DPOUSPMT UIF TUSFOHUI PG UIF SFHVMBSJ[BUJPO� ЅF NPEJmFE HSBEJFOU FTUJNBUF JT UIFO

〈∇ʉ(%,-(Q ‖ R̂; ʂ) + ʌʉ�)〉 = 〈∇ʉ%,-(Q ‖ R̂; ʂ)〉+∇ʉʌʉ� = 〈∇ʉ%,-(Q ‖ R̂; ʂ〉+ �ʌʉ . 	��


8F QJDL B XFBL SFHVMBSJ[BUJPO ʌ = �.��� BMMPXJOH UIF PQUJNJ[BUJPO UP QSPEVDF TFMFDUJPO QSPCBCJMJUJFT
DMPTF UP � PS � 	F�H� �.�� PS �.��
 CVU OPU DMPTF FOPVHI UIBU UIF PQUJNJ[BUJPO TVĊFST�

%JTDSFUF�4NPPUI )ZCSJE #4%'T� ЅF BCPWF PQUJNJ[BUJPO DBO IBOEMF #4%'T UIBU BSF IZCSJET PG
TNPPUI BOE EJTDSFUF SFnFDUBODFT� "CVTJOH NBUIFNBUJDT B MJUUMF CJU XIFOFWFS B EJTDSFUF DPNQPOFOU JT
TBNQMFE UIF TNPPUI 4%�USFF 1%' R(ʘJ)NVTU CF USFBUFE BT [FSPŉ 	TFF"MHPSJUIN�
 TJNJMBS UP IPX TNPPUI
#4%' DPNQPOFOUT BSF VTVBMMZ USFBUFE BT [FSP JO TVDI DBTFT�

$PEF� 8F QSPWJEF QTFVEPDPEF PG UIF GVMM .*4 PQUJNJ[BUJPO�JODMVEJOH "EBN�JO "MHPSJUIN �� ЅF
QTFVEPDPEF BMTP JODMVEFT UIF JNQMFNFOUBUJPO EFUBJMT UIBU XF EJTDVTTFE JO UIF QSFDFFEJOH QBSBHSBQIT� 'PS
BO BDUVBM JNQMFNFOUBUJPOXJUIJO UIF.JUTVCB SFOEFSFS XF SFGFS UP PVS QVCMJD DPEF BU IUUQT���HJUIVC�DPN�
5PN���QSBDUJDBM�QBUI�HVJEJOH�

���� "EKPJOU�%SJWFO 3VTTJBO 3PVMFUUF BOE 4QMJUUJOH

3VTTJBO SPVMFUUF JT BO JNQPSUBOU CVJMEJOH CMPDL GPS NBLJOH BMNPTU BOZ QBUI USBDFS FċDJFOU� 6OGPSUV�
OBUFMZ QBUI�UISPVHIQVU�CBTFE SVTTJBO SPVMFUUF UZQJDBMMZ IBT EFUSJNFOUBM FĊFDUT PO HVJEFE QBUI USBDFST
CFDBVTF UIF UISPVHIQVU EPFT OPU BDDPVOU GPS JODJEFOU JMMVNJOBUJPO 	UIF BEKPJOU
 FODPVOUFSFE VQPO QBUI
DPNQMFUJPO� 8IJMF JU JT QPTTJCMF UP BWPJE TVDI EFUSJNFOUBM FĊFDUT CZ FOUJSFMZ EJTBCMJOH SVTTJBO SPVMFUUF
UIJT DPNFT XJUI QPUFOUJBMMZ TJHOJmDBOU FYUSB DPNQVUBUJPOBM DPTU�

"EKPJOU�ESJWFO SVTTJBO SPVMFUUF 	BOE TQMJUUJOH
 <7PSCB BOE ,ǥJWÈOFL ����> TPMWFT UIJT JTTVF CZ JODPS�
QPSBUJOH BO FTUJNBUF PG UIF BEKPJOU�UIF MFBSOFE JODJEFOU�SBEJBODF BQQSPYJNBUJPO -̃J�JOUP UIF SVTTJBO�
SPVMFUUF EFDJTJPO� 8F VTF UIJT TDIFNF CFDBVTF PG JUT JODSFBTFE FċDJFODZ BOE CFDBVTF PG JUT FBTZ JNQMF�
NFOUBUJPO XJUIJO B QBUI�HVJEJOH BMHPSJUIN UIBU MFBSOT JODJEFOU SBEJBODF� 'PS EFUBJMT PO BEKPJOU�ESJWFO
3VTTJBO SPVMFUUF BOE TQMJUUJOH XF SFGFS UP 4FD� ����

���� .JTDFMMBOFPVT *NQMFNFOUBUJPO %FUBJMT

*O UIF GPMMPXJOH XF EJTDVTT NJTDFMMBOFPVT JNQMFNFOUBUJPO EFUBJMT PG UIF 11( BMHPSJUIN UIBU BSF FBTZ UP
PWFSMPPL CVU HSFBUMZ JNQSPWF JUT FĊFDUJWFOFTT�

/FYU�&WFOU &TUJNBUJPO� "MUIPVHI QBUI HVJEJOH JT BCMF UP TBNQMF DPNQMFY HFOFSBM JMMVNJOBUJPO JU
PЂFO QFSGPSNT XPSTF UIBO OFYU�FWFOU FTUJNBUJPO 	/&&
 PO EJSFDU JMMVNJOBUJPO FTQFDJBMMZ XIFO/&& VTFT
BO JNQPSUBODF DBDIF TVDI BT UIF POF VTFE JO )ZQFSJPO <#VSMFZ FU BM� ����>� #FDBVTF PG UIJT XF FOBCMF
/&& BOE EP OPU USBJO UIF 4%�USFF XJUI EJSFDU JMMVNJOBUJPO GSPN MJHIU TPVSDFT UIBU BSF TBNQMFE CZ /&&�
ЅF 4%�USFF JT UIFSFGPSF USBJOFE VTJOH BMM JOEJSFDU JMMVNJOBUJPO BOE POMZ EJSFDU JMMVNJOBUJPO GSPN MJHIU
TPVSDFT UIBU BSF OPU TBNQMFE CZ /&& 	F�H� FNJTTJWF WPMVNFT
�

1BSBNFUFSJ[BUJPO PG %JSFDUJPOBM %JTUSJCVUJPO� ЅFSF BSF B OVNCFS PG QPTTJCMF XBZT UP QBSBN�
FUFSJ[F UIF EJSFDUJPOBM HVJEJOH EJTUSJCVUJPO� 8F VTF XPSME�TQBDF�BMJHOFE DZMJOESJDBM DPPSEJOBUFT GPS UXP
QSBDUJDBM SFBTPOT� 'JSTU XPSME�TQBDF BMJHONFOU�BT PQQPTFE UP TVSGBDF BMJHONFOU�BMMPXT UIF VTBHF PG
UIF TBNF EJTUSJCVUJPO PG JODJEFOU SBEJBODF XIFO UIFSF JT IJHI�GSFRVFODZ OPSNBM WBSJBUJPO� 4FDPOE XF
VTF DZMJOESJDBM DPPSEJOBUFT�BT PQQPTFE UP TQIFSJDBM DPPSEJOBUFT�EVF UP UIFJS BSFB�QSFTFSWJOH DPSSF�
TQPOEFODF UP UIF TVSGBDF PG UIF TPMJE TQIFSF�

ŉ.PTU HVJEJOH NFUIPET�JODMVEJOH 11(�EP OPU MFBSO EJTDSFUF DPNQPOFOUT� )PXFWFS JG B EJTDSFUF DPNQPOFOUXBT MFBSOFE
UIFO JU TIPVME OPU CF USFBUFE BT [FSP JO UIJT TJUVBUJPO�

4*((3"1) ���� $PVSTF /PUFT� 1BUI (VJEJOH JO 1SPEVDUJPO 1BHF �� � ��
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3BQJE "EBQUBUJPO PG UIF 4%�USFF UP -BSHF 4DFOFT� *U JT DPNNPO JO QSPEVDUJPO UP FODPVOUFS
WBTU TDFOFT PG XIJDI POMZ B TNBMM QPSUJPO JT WJTJCMF UP UIF DBNFSB� 'PS B QBUI�HVJEJOH EBUB TUSVDUVSF UP CF
FĊFDUJWF JO TVDI TJUVBUJPOT JU NVTU SBQJEMZ BEBQU UP UIF EJTUSJCVUJPO PG QBUIT CFJOH USBDFE� "MUIPVHI UIF
4%�USFF EPFT DPOUJOVBMMZ BEBQU UP UIF EJTUSJCVUJPO PG QBUIT UIF BNPVOU PG BEBQUBUJPOXJUIJO FBDI JUFSBUJPO
JT SFMBUJWFMZ TNBMM� 5P BEESFTT UIJT QSPCMFN XF QFSGPSN B TNBMM OVNCFS PG ��TBNQMF�QFS�QJYFM JUFSBUJPOT
	F�H� �
 BU UIF CFHJOOJOH PG SFOEFSJOH� ЅJT IBT UIF FĊFDU PG iJOJUJBMJ[JOHw UIF TVCEJWJTJPO PG UIF 4%�USFF UP
NBUDI UIF DBNFSB GSVTUVN CFGPSF JU JT VTFE GPS QBUI HVJEJOH JO UIF SFNBJOJOH SFOEFSJOH QSPDFTT�

���� 3FNBJOJOH *TTVFT BOE 'VUVSF 8PSL

*O UIJT TFDUJPO XF NFOUJPO TFWFSBM LOPXO JTTVFT PG 11( UIBU XF XFSF OPU BCMF UP BEESFTT PS EJE OPU IBWF
UJNF UP JOWFTUJHBUF ZFU� ЅFTF SFNBJOJOH JTTVFT QSPWJEF JOUFSFTUJOH EJSFDUJPOT PG GVUVSF XPSL CPUI XJUIJO
UIF DPOUFYU PG 11( BT XFMM BT JO UIF QVSTVJU PG SFQMBDJOH 11( 	PS DPNQPOFOUT PG JU
 XJUI CFUUFS BMUFSOBUJWFT�

4VCEJWJTJPO PG UIF 4%�USFF� *O 4FDUJPO ���� XF QSPQPTFE UP DPNCBU OPO�VOJGPSN MFBSOJOH PG UIF
4%�USFF VTJOH TQBUJP�EJSFDUJPOBM mMUFSJOH� 8IJMF UIJT BQQSPBDI JT FĊFDUJWF BU SFEVDJOH UIF TZNQUPNT PG UIF
QSPCMFN�J�F� B CBE OPO�VOJGPSN JODJEFOU�SBEJBODF BQQSPYJNBUJPO�JU EPFT OPU UBDLMF JUT GVOEBNFOUBM
DBVTFT XIJDI BSF SPPUFE JO 11(�T TVCPQUJNBM TVCEJWJTJPO TDIFNF� *O UIF GVUVSF JU JT XPSUI JOWFTUJHBUJOH
BMUFSOBUJWF EBUB TUSVDUVSFT TVDI BT UIF #41�USFF QSPQPTFE CZ )FSIPM[ FU BM� <����> 	EFTDSJCFE JO EFUBJM JO
4FDUJPO ������
 PS OFVSBM OFUXPSLT UIBU JOUFSOBMMZ MFBSO B TQBUJP�EJSFDUJPOBM SFQSFTFOUBUJPO <.àMMFS FU BM�
����>�

1SPEVDU (VJEJOH� ЅF4%�USFF DBO POMZ MFBSO UP HVJEF BDDPSEJOH UP JODJEFOU SBEJBODF XIJDI MJNJUT JUT
QSBDUJDBMJUZ DPNQBSFE UP BMUFSOBUJWF BQQSPBDIFT UIBU DBO HVJEF BDDPSEJOH UP UIF GVMM QSPEVDU <)FSIPM[ FU BM�
���� ���� ���� .àMMFS FU BM� ����>� "MUIPVHI JU JT QPTTJCMF UP TBNQMF GSPN UIF QSPEVDU PG UIF 4%�USFF
BOE B #4%' SFQSFTFOUFE CZ )BBS XBWFMFUT <$MBSCFSH FU BM� ����> PS TQIFSJDBM IBSNPOJDT <+BSPT[ FU BM�
����> TVDI SFQSFTFOUBUJPOT BSF EJċDVMU UP PCUBJO GPS SJDI QBSBNFUSJD #4%'T TVDI BT UIF %JTOFZ #4%'
<#VSMFZ ����> XIJDI JT VTFE JO UIF )ZQFSJPO SFOEFSFS�

5FNQPSBM (VJEJOH� ЅF HVJEJOH PG NPUJPO�CMVS FĊFDUT JT EJċDVMU XJUI 11( CFDBVTF UIF NPUJPO DBO
DBVTF MBSHF JODJEFOU�SBEJBODF WBSJBUJPO UIBU JT OPU DBQUVSFE CZ UIF 4%�USFF� "T.àMMFS FU BM� <����> BMSFBEZ
TVHHFTUFE JU NBZ CF QPTTJCMF UP TJNQMZ BEE UIF UFNQPSUBM EJNFOTJPO UP UIF TQBUJBM CJOBSZ USFF 	NBLJOH JU
B ��% TQBUJP�UFNQPSBM CJOBSZ USFF
 CVU UIJT JT ZFU UP CF UFTUFE�

7PMVNFUSJD (VJEJOH� 11( QFSGPSNT QPPSMZ XIFO VTFE UP HVJEF WPMVNFUSJD QBUI USBDJOH� ЅJT JT CF�
DBVTF PG B OVNCFS PG SFBTPOT TVDI BT UIF MBDL PG QSPEVDU HVJEJOH XJUI UIF QIBTF GVODUJPO BOE UIF MBDL
PG HVJEFE EJTUBODF TBNQMJOH� 1SPHSFTT UPXBSET WPMVNFUSJD QBUI HVJEJOH IBT CFFO NBEF CZ )FSIPM[ FU BM�
<����> VTJOH B TQBUJBM EBUB TUSVDUVSF TJNJMBS UP PVS CJOBSZ USFF JO DPNCJOBUJPO XJUI B EJSFDUJPOBM QBSBNFU�
SJD NJYUVSF NPEFM� 4FCBTUJBO )FSIPM[ XJMM EJTDVTT NPSF EFUBJMT JO 4FDUJPO �����

4JNQMF -JHIU 5SBOTQPSU� -BTUMZ UIFSF JT TUJMM SPPN GPS JNQSPWJOH 11( VOEFS FBTZ�UP�SFOEFS JMMVNJ�
OBUJPO� &WFO UIPVHI PVS FYUFOTJPOT BDIJFWF CFUUFS SFTVMUT UIBO WBOJMMB 11( JO EJċDVMU TDFOFT 	'JHVSF ��
UPQ
 BOE TVSQBTT VOHVJEFE QBUI USBDJOH JO TPNF TJNQMF TFUUJOHT 	F�H� JO 'JHVSF �� CPUUPN
 UIFSF BSF
SFNBJOJOH DBTFT XIFSF VOHVJEFE QBUI USBDJOH JT TVQFSJPS� ЅFTF BSF DBVTFE NPTUMZ CZ UIF ��o��� DPN�
QVUBUJPOBM PWFSIFBE PG UIF 4%�USFF BOE UIF EJTDBSEJOH PG BMM CVU UIF MBTU � 11( JUFSBUJPOT 	BSPVOE �����
PG BMM TBNQMFT
� *U JT UIFSFGPSF JNQPSUBOU GVUVSF XPSL UP GVSUIFS JNQSPWF VQPO UIF BMHPSJUIN BOE UP JOWFT�
UJHBUF UIF QPTTJCJMJUZ PG FĊFDUJWF HVJEJOH PG EJSFDU JMMVNJOBUJPO UIBU DPNQMFNFOUT OFYU�FWFOU FTUJNBUJPO
GPS CFUUFS PWFSBMM FċDJFODZ�
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���� $PODMVTJPO

0VS HPBM XBT UP PCUBJO B QBUI�HVJEJOH BMHPSJUIN UIBU OPU POMZ BDDFMFSBUFT SFOEFSJOH PG EJċDVMU MJHIU
USBOTQPSU CVU BMTP QFSGPSNT OP XPSTF UIBO TJNQMF VOJEJSFDUJPOBM QBUI USBDJOH VOEFS TJNQMF JMMVNJOBUJPO�

5P UIJT FOE XF SFWJFXFE UIF i1SBDUJDBM 1BUI (VJEJOHw BMHPSJUIN <.àMMFS FU BM� ����> BOE JOUSPEVDFE
UISFF FYUFOTJPOT UIBU IFMQFE VT JNQSPWF JUT FĊFDUJWFOFTT BOE SPCVTUOFTT� 'JSTU XF BWPJEFE EJTDBSEJOH
MBSHF GSBDUJPOT PG UIF TBNQMFT CZ XFJHIUJOH UIFN BQQSPYJNBUFMZ QSPQPSUJPOBM UP UIFJS JOWFSTF WBSJBODF�
/FYU XF JNQSPWFE UIF RVBMJUZ PG UIF MFBSOFE 4%�USFF CZ TQBUJP�EJSFDUJPOBM mMUFSJOH PG TQMBUUFE SBEJBODF
FTUJNBUFT BOE MBTUMZ XF TIPXFE IPX UIF.*4 TFMFDUJPO QSPCBCJMJUZ DBO CF PQUJNJ[FE UP JODSFBTF UIF PWFSBMM
FċDJFODZ PG HVJEJOH�

"ЂFS UIBU XF EJTDVTTFE B OVNCFS PG JNQPSUBOU EFUBJMT UP DPOTJEFS XIFO JNQMFNFOUJOH 11( XJUI
PVS FYUFOTJPOT JO B QSPEVDUJPO FOWJSPONFOU� ЅFTF JODMVEF UIF DPNCJOBUJPO PG 11( XJUI OFYU�FWFOU
FTUJNBUJPO UIF VTF PG BEKPJOU�ESJWFO SVTTJBO SPVMFUUF BOE WBSJPVT BTQFDUT PG FĊFDUJWFMZ VUJMJ[JOH 4%�USFFT�

6OGPSUVOBUFMZ BMM PG UIJT XBT OPU RVJUF FOPVHI UP NBLF 11( TUSJDUMZ CFUUFS UIBO BO VOHVJEFE QBUI
USBDFS VOEFS TJNQMF JMMVNJOBUJPO� *O TPNF TDFOFT�GPS FYBNQMF EJSFDUMZ MJU PVUEPPS FOWJSPONFOUT�
VOJEJSFDUJPOBM QBUI USBDJOH TPNFUJNFT PVUQFSGPSNFE PVS FYUFOEFE 11( CZ B TNBMM NBSHJO UIBU JT NPTUMZ
DBVTFE CZ UIF ������ DPNQVUBUJPOBM PWFSIFBE PG UIF 4%�USFF BOE PVS EJTDBSEJOH PG BMM CVU UIF MBTU � JUFS�
BUJPOT 	BSPVOE ����� PG BMM TBNQMFT
� /FWFSUIFMFTT PVS FYUFOTJPOT TJHOJmDBOUMZ TISVOL UIF HBQ CFUXFFO
CPUI BQQSPBDIFT XIJMF JNQSPWJOH 11( JO EJċDVMU TJUVBUJPOT CFZPOE XIBU JU XBT DBQBCMF PG CFGPSF�

"EEJUJPOBMMZ PVS FYUFOTJPOT BSF OPU JOIFSFOUMZ MJNJUFE UP 11(� 8JUI NJOPS NPEJmDBUJPO UIFZ BSF
BMTP DPNQBUJCMF XJUI BMUFSOBUJWF HVJEJOH TDIFNFT <7PSCB FU BM� ����> PUIFS JODJEFOU�SBEJBODF SFQSFTFO�
UBUJPOT <)FSIPM[ FU BM� ���� .àMMFS FU BM� ���� 7PSCB FU BM� ����> BOE FWFO EJĊFSFOU QBSBEJHNT TVDI BT
HVJEJOH JO QSJNBSZ�TBNQMF TQBDF <(VP FU BM� ���� .àMMFS FU BM� ���� ;IFOH BOE ;XJDLFS ����> PS QBUI
TQBDF <4JNPO FU BM� ����>�

8F BSF FYDJUFE BCPVU UIF POHPJOH BEPQUJPO PG QBUI HVJEJOH JO NPWJF QSPEVDUJPO BOE MPPL GPSXBSE UP
GVSUIFS QSPHSFTT UIBU XJMM CF NBEF JO UIF mFME�

"DLOPXMFEHNFOUT

8F UIBOL %JTOFZ�T )ZQFSJPO UFBN GPS IBWJOH CFFO JOWBMVBCMF JO JOUFHSBUJOH 11( JOUP )ZQFSJPO BOE EF�
WFMPQJOH UIF QSFTFOUFE FYUFOTJPOT� JO QBSUJDVMBS XF UIBOL -BVSB -FEJBFW +PTFQI 4DIVUUF 1FUFS ,VU[ 3BMG
)BCFM :JOJOH ,BSM -J BOE %BWJE "EMFS� 8F BMTP UIBOL UIBOL +BO /PWÈL GPS IFMQ XJUI UIF 4%�USFF JMMVTUSB�
UJPO BOE #SFOU #VSMFZ %BO 5FFDF 'BCSJDF 3PVTTFMMF +BO /PWÈL +PTFQI 4DIVUUF BOE 4FCBTUJBO )FSIPM[
GPS QSPPGSFBEJOH BOE IFMQGVM GFFECBDL� -BTUMZ XF UIBOL UIF GPMMPXJOH FOUJUJFT BOE QFPQMF GPS QSPWJEJOH
TDFOFT BOE NPEFMT UIBU BQQFBS JO PVS mHVSFT� #FOFEJLU #JUUFSMJ <����> 0OEǥFK ,BSMÓL 	4ĨĚĞĞĚğĘ 1ĠĠĝ

+BZ�"SUJTU 	$ĠĦğĥģĪ ,ĚĥĔęĖğ
 BOE 4MZL%SBLP 	#ĖĕģĠĠĞ
�

3FGFSFODFT

#FOFEJLU #JUUFSMJ� ����� 3FOEFSJOH SFTPVSDFT� IUUQT���CFOFEJLU�CJUUFSMJ�NF�SFTPVSDFT��

#SFOU #VSMFZ� ����� 1IZTJDBMMZ�CBTFE TIBEJOH BU %JTOFZ� *O 4*((3"1) $PVSTF /PUFT� 1SBDUJDBM QIZTJDBMMZ�
CBTFE TIBEJOH JO mMN BOE HBNF QSPEVDUJPO� 7PM� ����� �o��

#SFOU #VSMFZ %BWJE "EMFS .BUU +FO�:VBO $IJBOH )BOL %SJTLJMM 3BMG )BCFM 1BUSJDL ,FMMZ 1FUFS ,VU[
:JOJOH ,BSM -J BOE %BOJFM 5FFDF� ����� ЅF %FTJHO BOE &WPMVUJPO PG %JTOFZ�T )ZQFSJPO 3FOEFSFS�
"$. 5SBOT� PO (SBQIJDT �� � "SUJDMF �� 	"VH� ����
� IUUQT���EPJ�PSH����������������

1FUSJL $MBSCFSH 8PKDJFDI +BSPT[ 5PNBT "LFOJOF�.ÚMMFS BOE )FOSJL 8BOO +FOTFO� ����� 8BWFMFU *N�
QPSUBODF 4BNQMJOH� &ċDJFOUMZ &WBMVBUJOH 1SPEVDUT PG $PNQMFY 'VODUJPOT� "$. 5SBOT� PO (SBQIJDT
	1SPD� 4*((3"1)
 �� � 	BVH ����
 ����o�����

4*((3"1) ���� $PVSTF /PUFT� 1BUI (VJEJOH JO 1SPEVDUJPO 1BHF �� � ��

https://doi.org/10.1145/3182159


1Ēĥę (ĦĚĕĚğĘ Ěğ 1ģĠĕĦĔĥĚĠğ

,FO %BIN BOE "MFYBOEFS ,FMMFS� ����� -FBSOJOH -JHIU 5SBOTQPSU UIF 3FJOGPSDFE 8BZ� *O .POUF $BSMP
BOE 2VBTJ�.POUF $BSMP.FUIPET� .$2.$ ����� 1SPDFFEJOHT JO.BUIFNBUJDT � 4UBUJTUJDT "� 0XFO BOE
1� (MZOO 	&ET�
 7PM� ���� 4QSJOHFS ���o����

'SBOLMJO "� (SBZCJMM BOE 3� #� %FBM� ����� $PNCJOJOH 6OCJBTFE &TUJNBUPST� #JPNFUSJDT �� � 	����

���o����

+FSSZ +JOGFOH (VP 1BCMP #BVT[BU +BDDP #JLLFS BOE &MNBS &JTFNBOO� ����� 1SJNBSZ 4BNQMF 4QBDF 1BUI
(VJEJOH� *O &VSPHSBQIJDT 4ZNQPTJVN PO 3FOEFSJOH � &YQFSJNFOUBM *EFBT � *NQMFNFOUBUJPOT 8FO[FM
+BLPC BOE 5PTIJZB )BDIJTVLB 	&ET�
� ЅF &VSPHSBQIJDT "TTPDJBUJPO�

4FCBTUJBO )FSIPM[ 0TLBS &MFL +FOT 4DIJOEFM +BSPTMBW ,ǥJWÈOFL BOE )FOESJL 1� "� -FOTDI� ����� "
6OJmFE .BOJGPME 'SBNFXPSL GPS &ċDJFOU #3%' 4BNQMJOH CBTFE PO 1BSBNFUSJD .JYUVSF .PEFMT� *O
&VSPHSBQIJDT 4ZNQPTJVN PO 3FOEFSJOH � &YQFSJNFOUBM *EFBT � *NQMFNFOUBUJPOT� ЅF &VSPHSBQIJDT "T�
TPDJBUJPO�

4FCBTUJBO )FSIPM[ 0TLBS &MFL +JǥÓ 7PSCB )FOESJL -FOTDI BOE +BSPTMBW ,ǥJWÈOFL� ����� 1SPEVDU *N�
QPSUBODF 4BNQMJOH GPS -JHIU 5SBOTQPSU 1BUI (VJEJOH� $PNQVUFS (SBQIJDT 'PSVN 	1SPDFFEJOHT PG &VSP�
HSBQIJDT 4ZNQPTJVN PO 3FOEFSJOH
 �� � 	����
 ��o���

4FCBTUJBO )FSIPM[ :BOHZBOH ;IBP 0TLBS &MFL %FSFL /PXSPV[F[BISBJ )FOESJL -FOTDI BOE +BSPTMBW
,ǥJWÈOFL� ����� ;FSP�7BSJBODF #BTFE 4BNQMJOH GPS 7PMVNF 1BUI (VJEJOH� "$. 5SBOT� PO (SBQIJDT
	DPOEJUJPOBMMZ BDDFQUFE
 	����
�

8PKDJFDI +BSPT[ /BUIBO "� $BSS BOE )FOSJL 8BOO +FOTFO� ����� *NQPSUBODF 4BNQMJOH 4QIFSJDBM )BS�
NPOJDT� $PNQVUFS (SBQIJDT 'PSVN 	1SPD� PG &VSPHSBQIJDT
 �� � 	"QSJM ����
 ���o����

%JFEFSJL 1� ,JOHNB BOE +JNNZ #B� ����� "EBN� " .FUIPE GPS 4UPDIBTUJD 0QUJNJ[BUJPO� $P33
BCT���������� 	����
� BS9JW���������� IUUQ���BSYJW�PSH�BCT����������

.JDIBFM %�.D$PPM BOE 1FUFS ,�)BSXPPE� ����� 1SPCBCJMJUZ USFFT� *O 1SPDFFEJOHT PG UIF (SBQIJDT *OUFSGBDF
���� $POGFSFODF .BZ ����� ���� ,FMPXOB #$ $BOBEB� ��o���

ЅPNBT.àMMFS .BSLVT (SPTT BOE +BO/PWÈL� ����� 1SBDUJDBM 1BUI (VJEJOH GPS &ċDJFOU -JHIU�5SBOTQPSU
4JNVMBUJPO� $PNQVUFS (SBQIJDT 'PSVN 	1SPD� &VSPHSBQIJDT 4ZNQPTJVN PO 3FOEFSJOH
 �� � 	+VOF ����

��o����

ЅPNBT .àMMFS #SJBO .D8JMMJBNT 'BCSJDF 3PVTTFMMF .BSLVT (SPTT BOE +BO /PWÈL� ����� /FVSBM *N�
QPSUBODF 4BNQMJOH� $P33 BCT����������� 	����
� BS9JW����������� IUUQ���BSYJW�PSH�BCT�����������

'MPSJBO 4JNPO "MJTB +VOH +PIBOOFT )BOJLB BOE $BSTUFO %BDITCBDIFS� ����� 4FMFDUJWF HVJEFE TBNQMJOH
XJUI DPNQMFUF MJHIU USBOTQPSU QBUIT� 5SBOTBDUJPOT PO (SBQIJDT 	1SPDFFEJOHT PG 4*((3"1) "TJB
 �� �
	%FD� ����
� IUUQT���EPJ�PSH������������������������

&SJD 7FBDI BOE -FPOJEBT (VJCBT� ����� 0QUJNBMMZ DPNCJOJOH TBNQMJOH UFDIOJRVFT GPS .POUF $BSMP SFO�
EFSJOH� 1SPD� 4*((3"1) 	����
 ���o����

+JǥÓ 7PSCB 0OEǥFK ,BSMÓL .BSUJO ÀJL 5PCJBT 3JUTDIFM BOE +BSPTMBW ,ǥJWÈOFL� ����� 0O�MJOF -FBSOJOH
PG 1BSBNFUSJD .JYUVSF .PEFMT GPS -JHIU 5SBOTQPSU 4JNVMBUJPO� "$. 5SBOT� PO (SBQIJDT 	1SPD� 4*(�
(3"1)
 �� � 	"VH� ����
 �����o�������

+JǥÓ 7PSCB BOE +BSPTMBW ,ǥJWÈOFL� ����� "EKPJOU�%SJWFO 3VTTJBO 3PVMFUUF BOE 4QMJUUJOH JO -JHIU 5SBOTQPSU
4JNVMBUJPO� "$. 5SBOT� PO (SBQIJDT 	1SPD� 4*((3"1)
 �� � 	+VMZ ����
 �o���

2VBO ;IFOH BOE .BUUIJBT ;XJDLFS� ����� -FBSOJOH UP *NQPSUBODF 4BNQMF JO 1SJNBSZ 4BNQMF 4QBDF�
BS9JW����������� 	4FQU� ����
�

4*((3"1) ���� $PVSTF /PUFT� 1BUI (VJEJOH JO 1SPEVDUJPO 1BHF �� � ��
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